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Die Punktion ! (!) ist dieselbe wie bei der vorhergehenden Aufgabe. Für & (!) 
dagegen ergibt sich: 


ö (!) =/*(«)- 2 je-'/l * 3 e + •/!<*5 1/ s) 


r/S 


Wegen der Randbedingung y = m : 0 = 0 ist: 


ßio) = 


ae/e-^i I 

ö ö 



Abb. 3 enthält den Verlauf von 

* ( 5 ). 

Wir berechneten: 


für ff = 0,6 
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Die Korrektionen d (a), um 
welche die Anzeigen T\ eines 
Plattenthermometers zu vermin¬ 
dern sind, um die Temperatur T 
der Strömung zu erhalten, sind: 



T = T, - JJ< t) 
d(o)= + V, — fl (ff). 

C 


Bei Gasen kann man diese Temperaturkorrektion in Beziehung setzen zu der Tem- 

r Au 2 

peraturerhöhung, die der adiabatischen Verdichtung an einem Standpunkt T 0 — T — V» — 

entspricht. Es ist also: J (a) = (T 0 — T) 1 l i ß (ff). 

In dem ausgezeichneten Fall ff = 1 wird 1 U ß = 1, also T, = T ■+• d ff = To ; es 
wird hier bei einer nach der Bernoullischen Gleichung erfolgenden Strömung überhaupt 
keine Temperaturänderung gemessen. 19 


Über die Wahrscheinlichkeit seltener Ereignisse. 

Von R. v. MISES in Berlin. 

I n einer sehr wertvollen kleinen Schrift »Das Gesetz der kleinen Zahlen« hat L. v. Bort- 
kiewicz im .Jahre 1898 darauf hingewiesen, welch große Bedeutung innerhalb 
der praktischen Statistik einer von Poisson herrührenden Formel für die Wahrschein¬ 
lichkeit seltener Ereignisse zukommt. Es handelt sich dabei um folgende Aufgabe: Wird 
ein Versuch, der auf eine einfache Alternative (Kopf oder Adler, rot oder schwarz, leben 
oder sterben) führt, n mal wiederholt, so ist die Wahrscheinlichkeit w x dafür, daß jener 
Versuchsausgang, der die Einzelwahrscheinlichkeit p besitzt, x mal eintritt, durch die be¬ 
kannte Newtonsche Formel 

Wz — p x (I — p) n — x , 0<p<:i, 0<xf~n .(l) 

gegeben. Hält man in diesem Ausdruck x fest, läßt n unbeschränkt wachsen und p so 
abnehmen, daß np = a fest bleibt, so geht er, wie Poisson bemerkt hat, über in 

a x e~ n 

«, = 

a:! 


( 2 )- 
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Man gelangt sofort von Gl. (l) zu Gl. (2), indem man den Binomialkoeffizienten 
in Gl. (1) ausführt, für p den Wert a:n setzt und folgendermaßen die Faktoren ordnet: 



Die ersten x Brüche rechts gehen mit wachsendem n jeder einzeln gegen 1, während der 

( a\ n 

i —J vermöge der Definition von e gegen e~ a konvergiert. 

Diese einfache, auf Poisson zurückgehende Ueberlegung ist recht wenig bekannt 
und man vermißt beispielsweise in dem umfassenden Lehrbuch von Czuber jede Erwäh¬ 
nung von Gl. (2). Es war das große Verdienst von v. Bortkiewicz, an zahlreichen 
Beispielen nachgewiesen zu haben, daß das in Gl. ( 2 ) enthaltene Verteilungsgesetz mit der 
Erfahrung ebenso gut übereinstimmt wie jedes andere sachgemäß angewandte Ergebnis 
der Wahrscheinlichkeitstheorie. Nur in der Wahl der Bezeichnung »Gesetz der kleinen 
Zahlen« können wir ihm nicht folgen und wollen lieber von der »Wahrscheinlichkeit sel¬ 
tener Ereignisse« sprechen, obwohl auch dieser — durch die Kleinheit von p begründete 
— Name nicht restlos befriedigen kann 1 ). Aber da bekanntlich das Gesetz der »großen« 
Zahlen einem Fragenkomplex angehört, der aus Gl. (l) hervorgeht, wenn man n hei 
festem p sehr groß werden läßt, so scheint der Ausdruck »kleine Zahlen« dem Mißver¬ 
ständnis ausgesetzt, als handle es sich hier um kleine Werte von n ; in Wahrheit ist aber 
auch hier dasselbe n eine sehr große Zahl und nur np und x sind kleine, d. h. endliche 
Größen. Das vielfache Mißtrauen, dem das »Gesetz der kleinen Zahlen« begegnet, ist nur 
dieser Verwechslung zuzuschreiben. 

In den folgenden Zeilen soll eine, wie es scheint, nicht unwesentliche Erweiterung 
der Poissonschen Ableitung gegeben werden. Es zeigt sich nämlich, daß ein mit Gl. ( 2 ) 
ganz übereinstimmender, asymptotisch gültiger Ausdruck für die Wahrscheinlichkeit der 
Wiederholungszahl x auch dann besteht, wenn die Einzelwahrscheinlichkeiten von 
Versuch zu Versuch schwanken, also die untereinander verschiedenen Werte p t , 
p 2 . ... p n annehmen. Vorausgesetzt wird für den Grenzübergang, daß die Summe der 
Einzelwahrscheinlichkeiten oder die mittlere Erwartungszahl 

pi -h p-i -h ... . pu = a .(3) 

fest bleibt. Die Ableitung wird in einer solchen Form gegeben, daß auch die Abwei¬ 
chung zwischen dem asymptotischen Ausdruck (?) und dem genauen Wert (l) bei großem, 
aber endlichem n abgeschätzt werden kann; an einem einfachen Zahlenbeispiel wird dann 
das Ergebnis erläutert. 

1. Ansatz und Berechnung von w 0 . Um uns kurz auszudrückea, wollen wir 
das Ereignis, für das beim ersten Versuch die Wahrscheinlichkeit pi, beim zweiten p 2 .... 
beim n teu p„ besteht, als Eintritt einer »Eins« bezeichnen. Dann ist die Wahrscheinlich¬ 
keit dafür, daß innerhalb der n Versuche genau x Einser eintreten, gleich dem Koeffi¬ 
zienten von t c in der Entwicklung des Produktes 

n v 

(l — pi -+- p\ t) (l — pi -+- jh <) .... (1 — p„ -I- p„ t) = TI (l — p l + p, t) - — ,r x P (4). 

i “ 1 x — U 

Denn dieser Koeffizient ist die Summe aller möglichen Produkte aus n Faktoren, 
unter denen x Faktoren die Gestalt p t und n — x die Gestalt 1 — p t haben. Vor allem 
erhält man für iv 0 , die Wahrscheinlichkeit, daß kein Einser eintritt, das Produkt aller 
1 — pi, also nach Uebergang zum natürlichen Logarithmus und Reihenentwicklung 

— ln u- a = — A In (l — p,) = — p, + '/„ A p ,+ ‘/a 2'p, 3 -t-.(d). 

t=i ,=-.1 1 r 1 1 = 1 

Die erste der Summen rechts ist nach Gl. (3) gleich a. Nun führen wir für die 
einzelnen p, noch die notwendige Voraussetzung ein, daß sie alle kleiner seien als ein 
bestimmter echter Bruch p: 

_ P'=P, '= 1 , 2 .... w. (G). 

V) Am richtigsten wäre eigentlich: »Gese’z der großen Zahl bei kleiner Erwartiingszahl«. v. Kort* 
kicwicz will allerdings zani Ausdruck bringen. daU nirlit nur die Erwart-uugszahl a, sondern auch 
die hauptsächlich interessierenden Worte der Wiederhol ungszahl x klein sind 
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Dann ist jede der Potenzsummen in Gl. (5) kleiner als das p fache der vorangehen¬ 
den, es fällt also die Reihe stärker ab als die geometrische Reihe mit dem Quotienten p. 
Da anderseits alle Glieder positiv sind, liegt die rechte Seite von Gl. (5) zwischen a und 
a: (l — p). Wir haben somit: 

e-<> > > e > er" (l-^) • ..... (7). 

Wenn p gegen null geht, nähert sich die obere Grenze von wo der unteren und 
beide werden in Uebereinstimmung mit Gl. (ä) gleich er 


2 . Berechnung eines beliebigen »• Um die Wahrscheinlichkeit w., einer beliebi¬ 
gen, zwischen null und n gelegenen Ereigniszahl x zu bestimmen, heben wir in der De¬ 
finitionsgleichung (4) den Faktor wo = (l — pt) (l — p«) .... heraus und erkennen in 


(1 + A(i + t ). . .(1 + ptt t) 1 --" 

\ 1 — m / v 1 pi / \ 1 p,i / .1^0 «0 


( ), 


daß vc,■ : u'o der sc te Koeffizient einer Gleichung u ten Grades in 1 : t ist, deren 11 Wurzeln 
die negativ genommenen Größen 

9. = -^;-, *=1,2 - n .(9) 

sind. Die (p liegen zwischen null und einer oberen Schranke q , für die zufolge Gl. (6) 
p:(\—p) gesetzt werden kann: 

?< < 7 ='=1,2 .... ??.(10). 

1 -p 

Nun ist aber der x te Gleichungskoeffizient die x te elementar symmetrische Funk¬ 
tion der Wurzeln, d. h. die Summe aller Produkte aus je x dem Index nach verschiede¬ 
nen q,.- Werten. Stellen wir dieser Summe, die sich aus Summanden zusammensetzt, 
den aus n c Gliedern bestehenden Ausdruck 


(q> +q-i+ .... q.y 


( 11 ) 


gegenüber, so sehen wir, daß (11) jeden der ( " j Summanden von ic r ,: w» gerade sc! 
mal enthält (weil es so viele Umstellungen von x Elementen gibt), außerdem also noch 


z 



— n'- n (n— l) («— 2 ) . . . . (n—x +■ l) = 


[-( 

, 1 \ 

(, 2 \ 

( a-1 


n ) 

V n ) ' ‘ 

•v 1 ” * 

)J 


Summanden, von denen natürlich keiner negativ und keiner größer als q' sein kann. 
Demnach liegt das sc! fache von u\, : w 0 zwischen (ll) und dem um z q' verminderten 
Wert von (ll): 


(f/i + q, -+- .... q,y > ^ (?i + q-i + .... q.) e ~ s q r . . (12). 


Die Summe <?i -+- q-i + .... q„ ist einerseits kleiner als 


i'l _j_ 1>'2 + P« _a 

1 —p 1 —p 1 —p 1 —p ’ 

da hier die Nenner gegenüber den richtigen Nennern der q t nur verkleinert erscheinen, 
anderseits größer als p, + pi + . . . . p„ — a, da unmöglich alle Nenner 1—jh gleich eins 
sein können. Demgemäß entsteht aus Gl. (12), wenn wir noch durch a r dividieren: 


1 

I -pV> 


> 


> 1- 


z P 


il-p)* 


> 


-c,!)(-:■)-('-v) 

isatz, um u-o zu eliminieren, mit Gl. (7) und 
endgültig: 

> ('-.‘ 4 ) K-VM*-*) • • • (-*?)]} 


(13). 


a 1 ’ wq a r (i~ py r 

Multipliziert man diesen Ansatz, um w 0 zu eliminieren, mit Gl. (7) und kürzt im 
Produkt durch e —a , so erhält man endgültig: 
l 


(14). 


Beide Außenglieder dieser Ungleichung gehen gegen 1, wenn p gegen null geht, 
n unbeschränkt wächst, dabei sowohl x als a und auch np endlich bleibt. Somit gilt 
die Poissonsche Formel (2) auch im Falle veränderlicher Grundwahr¬ 
scheinlichkeiten, sobald deren größte mit l:n von gleicher Ordnung klein 
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wird. Durch die Abweichung der beiden Anßenglieder in Gl. (14) vom Werte 1 bei 
endlichem n sind die Fehlergrenzen gegeben. 

3 . Zahlenbeispiel. Nur um die Anwendung unseres Ergebnisses, das in Gl. (14) 
zum vollen Ausdruck kommt, zu erläutern, wollen wir ein Beispiel — mit willkürlich ge¬ 
wählten Zahlen — betrachten. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Versicherter inner¬ 
halb des ersten Versicherungsjahres Selbstmord begeht, wird zweifellos mit dem Eintritts¬ 
alter des Versicherungsnehmers schwanken. Es sei nun festgestellt, daß der Größtwert 
dieser Wahrscheinlichkeiten den Wert p = 0,002 nicht überschreitet, während der mit 
Rücksicht auf die Altersschichtung berechnete Mittelwert 0,0015 beträgt. Gefragt wird 
nach den Wahrscheinlichkeiten w 0 , w, , tv», dafür, daß unter n — 1000 Versicherten 
gerade x = 0, bezw. 1, 2, 3 im ersten Jahre Selbstmord begehen. Nach den Tabellen von 
v. Bortkiewicz ') hat man für a = 1000 • 0,0015 = 1,5: 


8 

II 

0 

e~ a = 0,2231 

X = 1 , 

= 0,334 7, 

1 

©r 

11 

8 

n ^ p —— u 

- = 0,2510 

2! 

x = 

n 3 ,.— a 

= 0,1255 
3! 


Dies sind die nach der Poissonschen Formel (2) berechneten Näherungswerte für 
ivo, iv\ usw., die genau richtig wären, wenn man n unendlich statt n= 1000 hätte usw. 
Setzt man in unser Schlußergebnis Gl. (I 4) die Zahlen für a, n, p , wie sie gegeben sind, 
ein, so erhält man die Fehlergrenzen: 


X O, 

1 


" 11 

0,223 1 

X = 1 , 

1,0020 

> 

tO) 
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II 
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0,1 Vit i> 


n,9: OS, 


0,9908, 


0,9950, 

0,9896, 


oder in endgültiger Form: 


Wo liegt zwischen 0,2224 und 0,2231, 


IVi » 

» 

0,3337 » 

0,3353 

IV 2 » 

» 

0,2497 » 

0,2520, 

W 3 » 

» 

0,124 2 » 

0,1262 


Man sieht, daß die Unterschiede zwischen der oberen und unteren Grenze recht 
gering sind, so gering, daß sie für praktische Fragen kaum in Betracht kommen. Natür¬ 
lich werden die Abweichungen verhältnismäßig immer größer, wenn man zu größeren x 
übergeht; aber hier werden bald die w x selbst so klein, daß sie nicht mehr von prak¬ 
tischer Bedeutung sind. 


Unsere allgemeinen Betrachtungen schließen rfüch die Fehlerabschätzung für den 
alten Anwendungsbereich der Formel ( 2 ), den Fall unveränderlicher Grundwahrschein¬ 
lichkeiten, mit ein. Wir können also unsern Ergebnissen noch dies hinzufügen, daß der 
Poissonsche Ausdruck bei Zahlenwerten der hier betrachteten Größenordnung eine 
sehr brauchbare Annäherung an den genauen Ausdruck Gl. (l) liefert. Ueber 
die unmittelbare Prüfung an der Erfahrung, die ja für Gl. (l) kaum noch in Frage steht, 
ist oben schon etwas erwähnt worden. ' i ') 17 


Wien, im April 1920. 


’) Das Gesetz der kleinen Zahlen, Leipzig 1898, S. 49. 

V In einer inzwischen erschienenen Abhandlung »Ausschaltung der Ergodenhypothese in der 
physikalischen Statistik«, Phys. Zeitschr. 21, 1920, 8. 225—232 und 250- 202 habe ich von dem hier 
abgeleiteten Satz bereits Gebrauch gemacht. 



